Bài tập phần nguyên


PHẦN NGUYÊN
I. Định nghĩa
1. Phần nguyên của một số
Cho số thực x. Ta gọi phần nguyên của x, kí hiệu [x], là số nguyên lớn nhất không vượt quá x.

Chẳng hạn: [1,2] = 1; [7] = 7; [-2,4] = -3.

Định nghĩa trên được diễn đạt dưới một trong hai dạng:
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2. Phần lẻ của một số

Với định nghĩa phần nguyên nói trên, mỗi số thực x đều viết dưới dạng tổng của một số nguyên (là [x]) với một số không âm nhỏ hơn 1 (là x - [x]).


Chẳng hạn: 1,2 = 1 + 0,2; 7 = 7 + 0; -2,4 = -3 + 0,6.


Số không âm nhỏ hơn 1 nói trên gọi là phần lẻ của x, kí hiệu {x}. Như vậy {x} = x - [x].


Ta có 0 ≤ {x} < 1.
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II. Tìm phần nguyên của một số
Ví dụ 41. Tìm phần nguyên của số 
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 (có 100 căn).
Giải. Kí hiệu an = 
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 (có n căn).

Ta có:
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Hiển nhiên 
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. Như vậy 2 < a100 < 3, do đó [a100] = 2.

Chú ý. Tổng quát, ta chứng minh được với 
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Thật vậy, kí hiệu vế trái của (1) là an. Ta có: 
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Chứng minh (1) bằng qui nạp toán học.

Với n = 1 ta có: 
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Giả sử 
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. Vậy (1) đúng với mọi số nguyên dương n.
Ví dụ 42. Cho a = 2 + 
[image: image16.wmf]3

.
a) Tính [a2].

b) Tính [a3].

c) Chứng minh rằng [an] là số tự nhiên lẻ với mọi n nguyên dương.

Giải
a) Cách 1 (tính trực tiếp)
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 Vậy [a2] = 13.
Cách 2 (tính gián tiếp)

Đặt 
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. Xét biểu thức 
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Dễ thấy 0 < 2 - 
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 < 1 nên 
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, tức là 0 < y < 1. Do đó 13 < x < 14. Vậy [x] = 13 tức là [a2] = 13. 

b) Đáp số: [a3] = 51.

c) Đặt 
[image: image26.wmf](

)

n

x23

=+

. Theo khai triển Niutơn: x = A + B
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 với A, B là số tự nhiên. Xét biểu thức 
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. Suy ra x + y = 2A. Ta có 0 < 2 - 
[image: image30.wmf]3

 < 1 nên 
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 tức là 0 < y < 1, do đó 2A – 1 < x < 2A. Vậy [x] = 2A – 1, tức là [an] = 2A – 1, vậy [an] là số lẻ.
Chú ý. Ở câu c) cũng như ở cách 2 của câu a), ta đã tìm [x] bằng phương pháp gián tiếp: Nếu tổng x + y bằng số nguyên x' (x' = 14 ở câu a; x' = 2A ở câu c)) mà 0 < y < 1 thì x' – 1 < x < x', do đó [x] = x' – 1.


Số y nói trên là phần bù đối với x để được số nguyên x'.

Ví dụ 43. Chứng minh rằng khi viết số 
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 dưới dạng thập phân, ta được chữ số liền trước dấu phẩy là 1, chữ số liền sau dấu phẩy là 9.
Giải. Để chứng minh bài toán, ta chỉ ra số y thoả mãn hai điều kiện:

0 < y < 0,1  










(1)

 x + y là một số tự nhiên có tận cùng bằng 2  

(2).
Ta chọn 
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 nên 0 < y < 0,1. Điều kiện (1) được chứng minh.

Bây giờ ta chứng minh x + y là một số tự nhiên có tận cùng bằng 2. Ta có:
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Xét biểu thức tổng quát sn = an + bn với 
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a và b có tổng bằng 10, tích bằng 1 nên chúng là nghiệm của phương trình X2 – 10X + 1 = 0, tức là 

a2 = 10a – 1 




(3)
b2 = 10b – 1 




(4)


Nhân (3) với an, (4) với bn:

an+2 = 10an+1 – an 






bn+2 = 10bn+1 – bn 







Suy ra (an+2 + bn+2) = 10(an+1 + bn+1) – (an + bn), tức là: sn+2 = 10sn+1 - sn hay sn+2 ( -sn (mod 10). Do đó sn+4 ( sn+2 ( sn (mod 10)

(5)

Ta có 
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Từ công thức (5) ta có s2, s3,..., sn là các số tự nhiên, và s0, s4, s8,..., s100 có tận cùng bằng 2, tức là tổng x + y là một số tự nhiên có tận cùng bằng 2. Điều kiện (2) được chứng minh.


Từ (1) và (2) suy ra điều phải chứng minh.

III. Giải phương trình với phần nguyên

Giải phương trình với phần nguyên thực chất là giải hệ bất phương trình:
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Ví dụ 44. Giải phương trình: x2 – 8[x] + 7 = 0.

Cách 1 (đưa về giải bất phương trình ẩn x)
Rút [x] ta được 
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Giải (1):
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Kết hợp (3) và (4): 
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Ta có:

	[x]
	1
	2
	5
	6
	7

	x2 + 7 (= 8[x])
	8
	16
	40
	48
	56

	x2
	1
	9
	33
	41
	49

	x
	1
	3
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x = 3 loại vì trái với (4).

Phương trình có ba nghiệm: 1; 
[image: image48.wmf]33

; 
[image: image49.wmf]41

; 7.

Cách 2. (đưa về bất phương trình ẩn [x])
Đặt [x] = a. Giải hệ:
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Ta có 8a = x2 + 7 > 0 nên a > 0. Từ 0 < a ≤ x < a + 1 suy ra:

a2 ≤ x2 < (a + 1)2 ( a2 + 7 ≤ x2 + 7 < (a + 1)2 + 7 ( a2 + 7 ≤ 8a < (a + 1)2 + 7.

Giải hệ: 
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 . Do a 
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	a
	1
	2
	5
	6
	7

	x2 + 7 (= 8a)
	8
	16
	40
	48
	56

	x2
	1
	9
	33
	41
	49

	x (x > 0)
	1
	3
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Các giá trị trên của x thoả mãn phương trình đã cho.

IV. Chứng minh về phần nguyên
Ví dụ 45. Chứng minh rằng: [x] + [y] ≤ [x + y].
Giải. Cách 1. Ta có [x] ≤ x, [y] ≤ y nên [x] + [y] ≤ x + y. Suy ra [x] + [y] là số nguyên không vượt quá x + y  (1). Theo định nghĩa phần nguyên , [x + y] là số nguyên lớn nhất không vượt quá x + y  (2). Từ (1) và (2) suy ra [x] + [y] ≤ [x + y].

Cách 2. Theo định nghĩa phần nguyên:
0 ≤ x - [x] < 1
0 ≤ y - [y] < 1

Suy ra: 0 ≤ (x + y) – ([x] + [y]) < 2.

Xét hai trường hợp:

- Nếu 0 ≤ (x + y) – ([x] + [y]) < 1 thì [x + y] = [x] + [y]  (1).
- Nếu 1 ≤ (x + y) – ([x] + [y]) < 2 thì 0 ≤ (x + y) – ([x] + [y] + 1) < 1 nên [x + y] = [x] + [y] + 1  (2).

Trong cả hai trường hợp ta đều có [x] + [y] ≤ [x + y].
BÀI TẬP
134. Tìm phần nguyên của các số:

a) 
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(có n dấu căn);
b) 
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c) 
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(có n dấu căn);

HD: Giải tương tự ví dụ 41.
a) 1 < an < 2. Vậy [an] = 1.

b) 2 ≤ an < 3. Vậy [an] = 2.

c) ta thấy: 442 = 1936 < 1996 < 2025 = 452, còn 462 = 2116.

a1 = 
[image: image58.wmf]1996

 ( 44 < a < 45.

Hãy chứng tỏ với n ≥ 2 thì 45 < an < 46. Như vậy với n = 1 thì [an] = 44, với n ≥ 2 thì [an] = 45.

135. Tìm phần nguyên của A với n là số tự nhiên: 
[image: image59.wmf]22

A4n16n8n3

=+++

.
HD: Cần tìm số tự nhiên B sao cho B ≤ A < B + 1. Làm giảm và làm trội A để được hai số tự nhiên liên tiếp. Ta có: (4n + 1)2 < 16n2 + 8n + 3 < (4n + 2)2.

Lấy căn bậc hai: 
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Thêm 4n2 vào: 
[image: image61.wmf]22222
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. Lấy căn bậc hai: 2n + 1 < A < 2n + 2. Vậy [A] = 2n + 1.

136. Tìm chữ số tận cùng của phần nguyên của 
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HD: Biến đổi 
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)

(

)

250125

32526.

+=+

 Phần nguyên của nó có chữ số tận cùng là 9. Giải tương tự ví dụ 43.
137. Giải phương trình [x2] + [x] = {x} + 2, trong đó kí hiệu {x} là phần lẻ của x, tức là {x} = x - [x].
HD: Từ đầu bài ta có {x} là số nguyên. Ta lại có 0≤ {x} < 1 nên {x} = 0. Suy ra x là số nguyên. Do đó [x2] = x2, [x] = x. Phương trình đã cho trở thành: x2 + x = 2. Đáp số: x = 1, x = -2.
138. Giải phương trình: 
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HD: Đặt 
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. Giải phương trình 3y2 + 5y – 2 = 0 được y = -2, 
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139. Giải hệ phương trình: 
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HD: Cộng từng vế các phương trình đã cho: x + y + z = 3,3.
- Từ hai phương trình đầu: x + y + [z] + {z} + [y] + {x} = 3,3.

Suy ra [y] + {x} = 0 (chú ý là [z] + {z} = z).

Do đó {x} là số nguyên nên {x} = 0. Vậy [y] = 0 và x = [x].

- Từ x + [y] + {z} = 1,1, do [y] = 0 suy ra x + {z} = 1,1. Do 0 ≤ {z} < 1 và x = [x] nên x = 1, do đó {z} = 0,1.
- Từ y + [z] + {x} = 2,2, do {x} = 0 nên y + [z] = 2,2. Ta lại có [y] = 0 nên 0 ≤ y < 1, do đó y = 0,2, [z] = 2. Vậy z = [z] + {z} = 2,1.
Đáp số: x = 1, y = 0,2, z = 2,1.

140. Chứng minh rằng [2x] bằng 2[x] hoặc 2[x] + 1.
HD: - Nếu 
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 thì 0 ≤ 2x - 2[x] < 1 nên [2x] = 2[x].
- Nếu 
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 thì 1 ≤ 2x - 2[x] < 2 ( 0 ≤ 2x – (2[x] + 1) < 1 ( [2x] = 2[x] + 1.

141. Tính tổng 
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HD: 
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Theo cách chia nhóm như trên, nhóm 1 có 3 số, nhóm 2 có 5 số, nhóm 3 có 7 số, nhóm 4 có 9 số.
Các số thuộc nhóm 1 bằng 1, các số thuộc nhóm 2 bằng 2, các số thuộc nhóm 3 bằng 3, các số thuộc nhóm 4 bằng 4. Vậy A = 1.3 + 2.5 + 3.7 + 4.9 = 70.

Chú ý. Trường hợp tổng quát cần tính tổng
A = 1.3 + 2.5 + 3.7 + 
[image: image74.wmf]L

 + n(2n + 1), ta tính như sau:

A = (2.12 + 1) + (2.22 + 2) + (2.32 + 3) + 
[image: image75.wmf]L

 + (2n2 + n) = 2(12 + 22 + 
[image: image76.wmf]L

 + n2) + (1 + 2 + 
[image: image77.wmf]L

 + n).


Sau đó áp dụng công thức: 
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142. Cho số nguyên dương a. Xét tất cả các số dạng:
a + 15, a + 30, a + 45,..., a + 15n,...

Chứng minh rằng trong các số đó, tồn tại hai số mà hai chữ số đầu tiên là 96.

HD: Ta sẽ chứng minh tồn tại các số tự nhiên m, p sao cho 9600...0 ≤ a + 15p < 9700...0 , tức là
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Gọi a + 15 là số có k chữ số: 
[image: image80.wmf]k1k

kk

1a15

10a15101

101010

-

£+<Þ£+<




(2).
Đặt 
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. Theo (2) ta có x1 < 1 và 
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Cho n nhận lần lượt các giá trị 2, 3, 4,... các giá trị của xn tăng dần, mỗi lần tăng không quá 1 đơn vị, khi đó [xn] sẽ trải qua các giá trị 1, 2, 3,...Đến một lúc nào đó ta có [xp] = 96. Khi đó 96 ≤ xp < 97 tức là 
[image: image83.wmf]mn
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. Bất đẳng thức (1) được chứng minh.
V. Một số bài toán khác
5.11. Chứng minh rằng với mọi số hữu tỉ x đều tồn tại số nguyên m duy nhất sao cho:

m ≤ x < m + 1.

Số nguyên m gọi là phần nguyên của x và ký hiệu m = [x].

GIẢI:
Giả sử 
[image: image84.wmf]a
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, hơn nữa luôn luôn có thể coi b > 0. Theo định lý chia với dư trong 
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Suy ra 
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Nhân tất cả với b-1 ta có
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5.12. Tìm phần nguyên [x] của x, biết
a) 
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b) 
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c) 
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d) 
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GIẢI:
a) 
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 thì 17 = 3.5 + 2 nên [x] = 3.
b) 
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 thì -35 = 4(-9) + 1 nên [x] = -9.
c) 
[image: image95.wmf]1243
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. Ta có 12 = 5.2 + 2 nên 
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; 43 = 17.2 + 9 nên 
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 nên [x] = 2.
d) 
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. Ta có -14 = 3.(-5) + 1 nên 
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; -21 = 5.(-5) + 4 nên 
[image: image101.wmf]21

5

5

-

éù

=-

êú

ëû

. Do 
[image: image102.wmf][

]

1421

x

35

--

éùéù

££

êúêú

ëûëû

 nên [x] = -5.

5.13. Cho 
[image: image103.wmf]*
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. Chứng minh rằng số các số tự nhiên khác 0 không vượt quá x mà là bội của m bằng 
[image: image104.wmf]x
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GIẢI:
Cách 1. Giả sử 
[image: image105.wmf]*
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. Gọi k là số tự nhiên lớn nhất sao cho km ≤ x (Hãy chứng minh sự tồn tại của k). Khi đó
km ≤ x < (k + 1)m.

Từ đó

[image: image106.wmf]x
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Vậy 
[image: image107.wmf]x
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 và rõ ràng số các số tự nhiên khác 0 không vượt quá x mà là bội của m gồm k số:

m, 2m,..., km.

Cách 2. Giả sử 
[image: image108.wmf]a
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. Theo định lý về phép chia với dư ta có
a = (bm)k + r, 0 ≤ r < bm.

Từ đó
(bm)k ≤ a < (bm)(k + 1).

Suy ra


[image: image109.wmf](
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Như vậy có k số là bội của m theo điều kiện của đầu bài là m, 2m,..., km.

Mặt khác

[image: image110.wmf]xax
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Từ đó có điều phải chứng minh.
có n dấu căn





	Đồ thị của hàm số nguyên y = [x] và hàm phần lẻ y = {x} = x - [x] được thể hiện ở hình 8. Đồ thị của hàm phần nguyên gồm các nửa đoạn có dạng bậc thang:


� EMBED Equation.DSMT4  ���


	Đồ thị của hàm số lẻ gồm các nửa đoạn xiên có một đầu thuộc trục hoành (với mọi x, bao giờ ta cũng có 0 ≤ {x} < 1).





với -2 ≤ x < -1


với -1 ≤ x < 0


với 0 ≤ x < 1
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với 2 ≤ x < 3
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